AUTOREFERAT

1. Imie i nazwisko: Sebastian Owczarek
2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe:

e Doktorat z nauk matematycznych w zakresie matematyki.
Specjalnosé: réwnania rézniczkowe czastkowe.
Miejsce: Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki
Warszawskiej. Data uzyskania: 17 listopada 2011.
Tytul rozprawy doktorskiej: Analiza matematyczna pewnego niemonotonicznego
modelu, poroplastycznosci.
Promotor: prof. dr hab. Krzysztof Chelminski. Doktorat z wyréznieniem.

e Magister matematyki.
Specjalnosé: Matematyka stosowana.
Miejsce: Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki
Warszawskiej. Data uzyskania: 6 wrzesnia 2007.
Tytul pracy: Quasistatyczny problem poczgtkowo-brzegowy poroplastycznosci.
Promotor: prof. dr hab. Krzysztof Chelminski.

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych:

e od 2.2016 adiunkt,
Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska.

e 2.2015-1.2016 adiunkt (postdoctoral position),
Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski.

e 2.1012-1.2015 adiunkt,
Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska.

e 10.2011-1.2012 asystent ,
Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska.

4. Omowienie osiggnieé, o ktéorych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 ustawy
z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z
2020 r. poz. 85 z pdzn. zm.).

Wskazanym osiagnieciem jest cykl czterech prac zatytutowany

Stabe i zrenormalizowane rozwigzania w
termo-lepko-plastycznosci

Lista prac sktadajacych sie na osiggniecie naukowe:

[R1] K. Chelminski, S. Owczarek, Renormalised solutions in thermo-visco-plasticity
for a Norton-Hoff type model. Part I: The truncated case., Nonlinear Analysis:



Real World Applications, 28: 140 - 152, 2016.

K. Chelminski, S. Owczarek, Corrigendum to “Renormalised solutions in thermo-
wisco-plasticity for a Norton—Hoff type model. Part I: The truncated case”,
Nonlinear Analysis: Real World Applications, 37: 489 - 492, 2017.

[R2] K. Chehlminski, S. Owczarek, Renormalised solutions in thermo-visco-plasticity
for a Norton-Hoff type model. Part II: the limit case., Nonlinear Anal. Real
World Appl., 31: 643 - 660, 2016.

[R3] L. Bartczak, S. Owczarek, On renormalized solutions for thermomechanical
problems in perfect plasticity with damping forces, Mathematics and Mechanics
of Solids, 24(4): 1030-1053, 2019.

[R4] S. Owczarek, K. Wielgos. On a thermo-visco-elastic model with non-linear
damping forces and L' temperature data, Mathematical Methods in the Ap-
plied Sciences, pierwsza publikacja online: 08 luty 2023,
doi: https://doi.org/10.1002/mma.9098.

Omoéwienie osiggniecia:

Stabe i zrenormalizowane rozwigzania w
termo-lepko-plastycznosci

Wprowadzenie

Tematyka badawcza przedstawionej rozprawy dotyczy zagadnienia poczatkowo-brze-
gowego z teorii odksztalcen niesprezystych dla ciat stalych poddanych dziataniom
termicznym. Rozpatrywane modele sktadaja sie z uktadu réwnan rézniczkowych
czastkowych (bilans sil), nieliniowego réwnania przewodnictwa ciepla oraz z nie-
liniowego uktadu réwnan zwyczajnych (niesprezysty zwiazki konstytutywny). W
swoich badaniach skupitem sie na niesprezystch zwigzkach konstytutywnych typu
Nortona—Hoffa ([13, 30, 37, 39, 65]), typu Prandtla-Reussa [13, 35, 48, 62, 63| oraz
typu Mroza [49]. Gloéwnym celem przedstawionych prac jest zbadanie istnienia i
regularno$ci rozwiazan dla omawianych modeli.

Z matematycznego punktu widzenia uwzglednienie dzialania temperatury (nieze-
rowa rozszerzalno$é¢ cieplna materiatu) prowadzi do skomplikowanego uktadu row-
nan, ktorego analiza jest jednym z trudniejszych probleméw matematyki stosowane;j.
Jednym z gtéwnych powodoéw jest fakt, ze nieliniowosci wystepujace w takim zaga-
dnieniu sa najczesciej tylko funkcjami catkowalnymi, przez co standardowe metody
energetyczne nie moga by¢ stosowane. Prowadzi to do potrzeby szukania rozwigzan
w nieklasycznych przestrzeniach Sobolewa.

Aby przedstawi¢ omawiane zagadnienie bardziej formalnie, zal6zmy, ze odksztal-
cane cialo zajmuje ograniczony obszar 2 C R? z gladkim brzegiem 0 oraz ustalmy



pewne ¥ > ( okreslajace dtugos¢ rozwazanego przedziatu czasowego. Dynamike od-
ksztalcen niesprezystych w ciatach statych mozna opisa¢ na dwa sposoby. Standard-
owymi niewiadomymi w tej teorii sa: wektor przemieszczenia u : 2x [0, T] — R3 oraz
tensor naprezen o : Q x [0, %] — 83, gdzie S oznacza zbior macierzy symetrycznych
wymiaru 3 x 3. Bardzo popularny opis dynamiki odksztatcen niesprezystych znaj-
duje si¢ w ksiazce H.-D. Albera [1]. W literaturze mozna znalezé wiele zastosowail
takiego podejscia. Warto wspomnie¢ chociazby o [2, 28, 30, 37, 39, 60|. W takim
opisie niesprezysta czesé tensora matych odksztatcen e(u) := sym(V,u) (sym(V,u)
oznacza symetryczna czes¢ gradientu przemieszezenia) jest opisana przez dodatkowa
zmienna wewnetrzna P tj. zaklada sie nieobserwowalny rozklad e(u)

e(u) = (e(u) — &) + &P,

gdzie pierwsza czes¢ po prawej stronie opisuje czysto sprezyste odksztatcenia. Nato-
miast sprezysty zwiazek konstytutywny przyjmuje posta¢ uogolnionego prawa Hooke

)

o=C(e(u) —e?),

gdzie operator C : 8% — &3 jest tensorem sprezystoéci rzedu cztery. W takim
podejsciu zaktada sie, ze znana jest ewolucja w czasie tensora odksztalcen niespre-
zystych P

5{3 = G(U7 Z_:p) )

gdzie G jest zadana funkcja konstytutywna (w ogolnosci moze by¢ multifunkcja) oraz
e? oznacza pochodng po czasie tensora eP. Posta¢ pola wektorowego G jest uzyski-
wana w sposob eksperymentalny. W literaturze mozemy znalezé¢ rézne przyktady
funkcji G (np. [1, 29, 53, 54| i wiele innych). Zauwazmy, ze stopieri skomplikowania
modelu znacznie zalezy od wyboru pola wektorowego G.

A. Rezultaty otrzymane w [R1] oraz |R2]

A1l. Sformulowanie ukladu

Przy zatozeniu matych odksztatceni zachodzacych powoli (z pomijalnymi sitami in-
ercji), ruch ciala opisany jest za pomoca quasi-statycznego bilansu sit

divy,o = —F — divC(e(w)), (1)

gdzie funkcja F : Q x [0, %] — R? wystepujaca w (1) opisuje sily objetosciowe dzi-
alajace na cialo. Rownanie (1) zawiera po prawej stronie dodatkowy wyraz zwany
wyrazem ttumiacym, ktory jest interpretowany jako dodatkowe sity zewnetrzne dzi-
alajace na material i zalezne od predkosci odksztalcenia, a nie jako cze$¢ napreze-
nia. Rownosé (1) musi by¢ uzupelniona przez zwiazki konstytutywne. Gdy chcemy
uwzgledni¢ w opisie fakt, ze ciato podlega rozszerzalnosci cieplnej, to tensor naprezen
Cauchy’ego sktada sie z dwoch czesci

o=T-fO)1, (2)
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gdzie T : Q x [0,F] — S? jest sprezysta czedcia naprezenia, f(6) 1l odpowiada za
naprezenia termiczne, a 6 : Q x [0,%] — R to temperatura materialu. Funkcja
f: R — R jest zadang nieliniowa funkcjg konstytutywna zalezna od rozwazanego
materiatu. Zaktadamy, ze gesto$é e energii wewnetrznej rozwazanego uktadu ma
postac

6209+<C_1T,T>, (3)

gdzie <-, > oznacza iloczyn skalarny w odpowiedniej przestrzeni euklidesowej, ope-
rator C' 1 & — 83 jest operatorem odwrotnym do C oraz stala ¢ > 0 jest
odpowiedzialna za pojemnos¢ cieplng materiatu. Dla tak zdefiniowanej energii
wewnetrznej, jako konsekwencje pierwszej zasady termodynamiki, otrzymujemy na-
stepujaca posta¢ rownania ciepta:

cpby — A0+ f(O)divu, = (T, 7)), (4)

gdzie p > 0 to gestos¢ masy, » > 0 to wspotczynnik przewodnictwa ciepta. Warto
podkresli¢, ze z matematycznego punktu widzenia, dodatkowy wyraz wystepujacy w
réwnaniu (1) pozwala kontrolowaé¢ div u; z rownania (4) w przestrzeni L?(L?). Jako
niesprezysty zwiazek konstytutywny zaktadamy, ze ewolucja tensora odksztatcen
niesprezystych e? : Q x [0, %] — S5, przyjmuje postaé¢ uproszczonego zwiazku kon-
stytutywnego z modelu Nortona-Hoffa (|13, 30, 37, 39, 65|)

e = | dev(T) P~  dev(T) , (5)

gdzie p > 1 to ustalona liczba rzeczywista, dev (T) = T — %tr (T) 1L to czesc
bez§ladowa macierzy symetrycznej T oraz S5, oznacza zbiér macierzy symetry-
cznych wymiaru 3 X 3 z zerowym $ladem.

Podsumowujac, problem, ktory analizujemy w artykutach [R1] oraz [R2], to: szukamy
wektora przemieszczenia u : © x [0,%] — R? | tensor naprezeii T : Q x [0,%] —
83, funkcji temperatury materialu 6 : Q x [0,%] — R oraz tensora odksztalcen
niesprezystych e? : Q x [0, %] — 83 spekiajacych nastepujacy uklad réwnar

div,o = —F — div C(e(w)),
o =Cl(e(u) — €¥) — f(O)1,
e? = |dev(T)[P" dev(T), (P1)
T = C(e(u) — &),
0, — A = — f(A)divu, + | dev(T) [P+,

Uktad (P1) rozwazamy z jednorodnym warunkiem brzegowym typu Dirichleta dla
przemieszczenia i z niejednorodnym warunkiem brzegowym typu Neumanna dla
temperatury

u(z,t) =0 dla z€0Q oraz t>0,
09 (6)
%(x, t)=go(x,t) dla x€0Q oraz t>0.



Dodatkowo analiza uktadu (P1) wymaga przyjecia warunkéow poczatkowych
u(z,0) = ug(z), &(x,0) =eP(z), O(z,0) = Oy(x). (7)

Zakladajac, ze na ciato nie dzialaja zadne sily zewnetrzne oraz biorac jednorodne
warunki brzegowe (6), mozna stwierdzi¢, ze energia catkowita zwiazana z ukltadem
(P1) jest funkcja nierosnaca

E(t) = /Qeder%/Q(@lT, T)dz < £(0), (8)

gdzie wykorzystana zostata nieréwnos¢ dyssypacyjna, ktéra wymusza <T ,er > >
0 w calym procesie deformacji. Z nieréwnosci (8) widzimy, ze funkcja temper-
atury jest kontrolowana tylko w przestrzeni L'(Q) oczywiscie przy dodatkowej in-
formacji, ze # > 0. Prawa strona réwnania przewodnictwa ciepta (P1), zwykle
nalezy do przestrzeni L'((0,T) x Q). Z literatury wynika, ze dla réwnania prze-
wodnictwa ciepla rozpatrywanego z prawa strona oraz warunkiem poczatkowym z
przestrzeni L'((0,7) x ), stabe rozwigzanie moze nie istnie¢ (zobacz [32]). Z tych
powodow w artykule [R2| zdecydowalismy sie udowodnié¢ istnienie rozwigzania w
zrenormalizowanym sensie. Pojecie rozwigzania zrenormalizowanego wprowadzili
R. J. DiPerna i P.-L. Lions dla réwnania Boltzmanna w [34] oraz P.-L. Lionsa i
F. Murata dla réownaii eliptycznych z catkowalnymi danymi (zobacz [22, 50]). Po-
jecie to zaadaptowano réwniez do réwnan eliptycznych z danymi catkowalnymi w
[23, 50], do rownan parabolicznych w [15, 19, 20] oraz do wielu innych (na przyktad
[6, 7, 12, 21, 26, 40, 47, 42]).

Z artykulow [19], |24] oraz [33] mozemy wnioskowaé, ze rozwiazanie rownania prze-
wodnictwa ciepla z catkowalnymi danymi jest funkcja z przestrzeni LP((0,7) x2) dla
p < %, gdzie N oznacza wymiar przestrzeni, w ktérej zawarty jest zbior €. Z tego
powodu w artykutach [R1] oraz [R2| przyjelismy zalozenie, ze funkcja f : R — R

jest ciagta i spelnia nastepujacy warunek wzrostu

15
f(r)] <a+ M|r|* dla kazdego reRy, a, M >0 oraz o € <§, 6> (9)
oraz istnieje stata C' > 0 taka, ze
f(r)] <C+ |7"|)% dlakazdego reR_. (10)

. . . . . . . . N+2
Gdy wymiar przestrzeni N jest dowolny, to zalozenie (9) przyjmuje postac¢ o < 7.

Motywacja zalozen (9) oraz (10) wywodzi si¢ z artykutow [17] i [18], w ktorych
badano problem termo-sprezystosci dla materialow typu Kelvina-Voigta, to znaczy
takich, w ktorych relacja konstytutywna ma postaé

o = Asym(Vu) + Bsym(Vu,) — f(0) 1,

gdzie A 1 B sg symetrycznymi i dodatnio okreslonymi operatorami liniowymi dzi-
alajacymi na macierze symetryczne. f jest funkcjg konstytutywna opisujaca czesé
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termiczna tensora naprezeri. Dodatkowy wyraz Bsym(Vu,) w relacji konstytu-
tywnej pozwala kontrolowa¢ f(0)divu, wystepujace w réwnaniu przewodnictwa
ciepla. Przy zatozeniach (9) oraz (10) na funkcje f autorzy udowodnili istnienie
rozwigzania zrenormalizowanego rozwazanego ukltadu réwnan.

A2. Twierdzenie o istnieniu rozwiazania zrenormalizowanego

Zalozmy, ze zadane funkcje maja nastepujace regularnosci

Fe H'(0,%; L3 (% R),  gp € HY(0,%; L* (0% R)), (11)

ug € H*(;R?), 70 e L*(;83.), 0o € H' (4 R). (12)

Wprowadzmy teraz pojecie zrenormalizowanych rozwigzan dla uktadu (P1). W
tym celu dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej K zdefiniujmy funkcje obciecia
Tk (r) = min{ K, max(r, —K)}. Ponadto zdefiniujmy ¢k (r) = [ Tx(s)ds. Funkcja
¢ nalezy do przestrzeni W2°°(R;R) oraz posiada liniowy wzrost w nieskonczo-

nosci. Majac te informacje, mozemy zdefiniowaé¢ rozwiazania zrenormalizowane dla
problemu (P1).

Definicja 1. Zalézimy, ze spetnione sq reqularnosci okreslone w (11) oraz (12).
Powiemy, ze wektor (u,0,eP) jest rozwigzaniem zrenormalizowanym problemu (P1)
z warunkami brzegowymi (6) oraz poczgtkowymi (7) jesli spetnione sq nastepujgce
warunki:

1.
we HY0,T; HY(QRY)), & e WhF5(0,%; L5 (2;83,)),
0 C([0,3]; L' R)),  f(A) € L*(0,%; L2 R)) .

div(c 4+ C(e(w))) € H'(0,T; L*(; R?))
i rownania (P1),-(P1), sq spetnione dla prawie wszystkich (z,t) € Q x (0,%).
3. Dla kazdego K > 0 oraz Ti(0) € L*(0,%; H'(Q;R)) nastepujgce réwnania

—/S/S(Q—é)gptdxdt—k/T/S’(@—é)V(@—é)Vgpdxdt
0 QT N 0~ Q
+ /0 /Qs"(e—e)|w9—e)|2<pdmat

_ /OT/Q(|dev(T)\p+1—f<e)divut) S'(0 — ) pdx dt

sq spetnione dla kazdej funkcji ¢ € C5°((0,%); H' (;R) N L>®(4R)) oraz



S € C*(R;R) takiej, ze S" € C(R; R), gdzie funkcja 0 jest rozwigzaniem problemu
6,—A = 0 w Qx(0,%),

— = go na 9N x(0,%),

6(z,0) = 0 w Q.

4. Dla kazdej liczby dodatniej C

Tirc(0) — T(0) =°0 w  L*0,T: H'(:R)).

u(z,0) = ug(z), €°(x,0) =eP(z), O(x,0) = by(x).

Warto zauwazy¢, ze w ukladzie (P1) tylko réwnanie przewodnictwa ciepla jest
spelione w sensie zrenormalizowanym. Pozostale rownania w (P1) sa spelnione
punktowo prawie wszedzie. Glownym rezultatem otrzymanym w artykutu [R2] jest:

Twierdzenie 2. Zatdzmy, Ze zadane funkcje majg regularnosci wymagane w (11) 4
(12) oraz, zZe funkcja f : R — R jest ciggta, posiada pochodng ograniczong i spetnia
warunki wzrostu (9) oraz (10). Ponadto niech

| dev (C(e(uo) — ")) dev (Cle(ug) — ) € LA 85,)

Wtedy dla wszystkich T > 0 uktad réwnarn (P1) z warunkami brzegowymi (6) i
warunkami poczgtkowymi (7) ma zrenormalizowane rozwigzanie w sensie Definicji 1.

Twierdzenie 2 jest rozszerzeniem rezultatow otrzymywanych w pracach [17] oraz
[18] dla uktadéw termo-sprezystych typu Kelvina-Voigta o uwzglednienie efektow
lepko-plastycznych. Wspominajac éwczesng literature, mozna znalez¢ prace [38, 39,
44|, ktore stanowia gléwna czesé doktoratu doktora Filipa Klawe (promotor profe-
sor Piotr Gwiazda). W tych artykutach analizowany jest model termo-lepko-pla-
styczny typu Nortona-Hoffa, gdzie zalezno$é od temperatury wystepowalta tylko w
niesprezystym zwiazku konstytutywnym. Zauwazmy, ze w uktadzie (P1) zaleznosé
od temperatury wystepuje tylko w sprezystym zwiazku konstytutywnym (P1), co
stanowi gléwna réznice miedzy tymi uktadami. Na podkreslenie zastuguje fakt, ze
w uktadach rozpatrywanych przez grupe kierowang przez profesora Piotra Gwiazde
oraz w ukladzie (P1) energia catkowita (8) jest zachowana. W przeciwieristwie do
uktadow analizowanych wezesniej w [11, 10, 31, 41|, w ktorych ze wzgledu na lin-
earyzacje, energia catkowita nie jest postaci (8). Tylko temperatura wystepujaca w
nieliniowym cztonie — f(0)div u; rownania przewodnictwa ciepla jest zlinearyzowana
(bez linearyzacji tensora naprezen Cauchy’ego). W innych pracach réwnanie prze-
wodnictwa ciepta z catkowalnymi danymi byto badane z warunkiem brzegowym
typu Dirichleta, zobacz [17, 16, 19, 24|. Zainspirowani artykutami [39] i [44] w
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[R1] i [R2] dokonujemy analizy istnienia zrenormalizowanych rozwiazan réwnania
przewodnictwa ciepta z niejednorodnym warunkiem brzegowym Neumanna, ktory
zazwyczaj wystepuje w zastosowaniach.

A3. Szkic dowodu Twierdzenia 2

Glowna idea teorii istnienia rozwiazan zrenormalizowanych jest analiza tak zwanego
problemu obcietego, a nastepnie wykazanie, ze ciag rozwigzan problemu obcietego
zbiega do rozwiazania zrenormalizowanego. W zwiazku z tym dow6d Twierdzenia 2
zostal podzielony na dwie czesci. W pierwszej czesci (artykul [R1]) badamy prob-
lem obciety, natomiast druga czes¢ (artykut [R2]) przedstawia przejscie graniczne z
problemu obcietego do problemu wyjsciowego.

Zaproponowana w |R1] aproksymacja polega na dokonaniu obciecia w czesci ter-
micznej tensora naprezen oraz w wyrazach nieliniowych wystepujacych po prawej
stronie rownania przewodnictwa ciepta (P1),. Zatem w [R1] rozwazany jest nastepu-
jacy problem: dla ustalonych € > 0 i e > 0 szukamy wektora przemieszczenia
ut : Q x [0,%] = R?, temperatury materiatu 6¢ : Q x [0,F] — R oraz tensora od-
ksztalcenn niesprezystych 7 : Q x [0,%] — 83, speliajacych nastepujacy uklad
réwnan

div, 0 = —F — div C(e(u)),
0 = Cle(u) — ™) — f(Ta(69)1,
el = | dev(T) P~ dev(T9), (13)
T¢ = C(e(uf) — &),
0; — A9 = —f(Ta(69))divug + To(| dev(T)H),

gdzie Ti(-) jest funkejg obcigeia na wysokosci £ > 0. Uktad (13) jest rozwazany z
warunkami brzegowymi (6) oraz z warunkami poczatkowymi (7).

A3.1 Teoria istnienia dla ukladu obcietego (13)

Teoria istnienia rozwiazan dla uktadu (13) oparta jest na teorii rownan ewolucyjnych
dla operatoréw maksymalnie monotonicznych [8, 9, 25|. Mianowicie stosujemy
aproksymacje Yosidy do maksymalnie monotonicznego pola wektorowego wystepu-
jacego w rownaniu (13);. Takie podejscie jest bardzo czesto wykorzystywane w
uktadach z teorii odksztatcen niesprezystych, w ktorych niesprezysta funkcja kon-
stytutywna jest maksymalnie monotoniczna, zobacz na przyktad prace [1, 28, 51, 52].
Stosujac takie podejscie, otrzymujemy rozwiagzania uktadu (13) odpowiadajace reg-
ularnoscig tzw. L?— mocnym rozwigzaniom wystepujacym w mechanice continuum
(poréwnaj z [1, 3, 28, 31] i [55]). Scisle opisuje to nastepujaca definicja rozwiazania

Definicja 3. Niech spetnione bedq zatozenia (11) oraz (12). Powiemy, ze dla kazdej
dodatniej liczby €, wektor (uf, e’ 0%) jest rozwigzaniem obcietego uktadu (13) z



warunkami brzegowymi (6) oraz z warunkami poczgtkowymi (7) jesli
1.
u € H'(0,%; Hy(Q;R?)), &€ H'(0,T; L*(S3))
0° € L0, %; H' (1, R)), 6° € L*(0,F; L*(Q;R)).

div(o + C(e(uf))) € L0, T; L*(94 R?))

2. Rownania (13); - (13)4 sq spetnione dla prawie wszystkich (x,t) €  x (0,%)
oraz réwnanie przewodnictwa ciepta (13)5 jest spetnione w stabym sensie

/vadx+/<V06,Vv>d:c—|—/f(ﬂ(@e))divuivdx:/7’1(|deV(T€)|p+1)vdx
Q Q Q ‘ Q

—l—/ gpvdx
o0

dla kazdego v € H'(Q;R) oraz prawie wszystkich t € (0,%).

Z Definicji 3 widzimy, ze u; € L*(0,F; H'(;R?)) oraz 0, € L*(0,%; L*(;R)).
Z teorii regularnosci réwnan parabolicznych mozemy wiec wywnioskowaé, ze row-
nanie ciepta w (13); jest spetione dla prawie wszystkich (z,t) €  x (0,%). Stad
rozwigzanie z Definicji 3 jest L?*— mocnym rozwigzaniem. Glowny rezultat [R1]
przedstawia nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 4. Zaldzmy, ze zachowane sq reqularnosci okreslone w (11) i (12)
oraz, ze funkcja f : R — R jest ciggla, posiada pochodng ograniczong i spetnia
warunki wzrostu (9) oraz (10). Ponadto niech

| dev (Cle(uo) = ")) dev (Cle(uo) — 7)) € L*(4 S3).-

Wtedy dla wszystkich T > 0 oraz € > 0 uktad (13) z warunkiem brzegowym (6) i
warunkiem poczgtkowym (7) posiada rozwigzanie w sensie Definicji 3.

Zalozenie na dane poczatkowe w Twierdzeniach 2 oraz 4 oznacza, ze dla t = 0
argument maksymalnie monotonicznego operatora nalezy do L?— dziedziny mono-
tonicznego pola | dev(T) [P~ dev(T') (wiecej informacji mozna znalez¢ w |3], Definicja
2.4 1 Twierdzenie 2.5).

Glowna idea dowodu Twierdzenia 4 opiera sie na zastosowaniu aproksymacji Yosidy
do maksymalnie monotonicznego pola wektorowego

VM (dev(T)) = | dev(T)|P~" dev(T)

powstalego z funkcji wypuklej i rézniczkowalnej M : 83— R, okreslonej wzorem
M(S) = Iﬁ]S’P’“. Dla A > 0 definiujmy nieujemna funkcje



7 teorii operatoréw maksymalnie monotonicznych wiemy, ze funkcja VM, jest glo-
balnie lipschitzowskim, maksymalnie monotonicznym polem wektorowym oraz jest
aproksymacja Yosidy pola VM (wiecej informacji o operatorach maksymalnie mono-
tonicznych mozna znalezé w [8] oraz [25]). Uzywajac funkcji M) definiujemy ciag
uktadéw przyblizonych. Istnienie rozwigzan dla kazdego kroku tak skonstruowane;j
aproksymacji Yosidy otrzymujemy z Twierdzenia 3.2, ktorego tres¢ zawarta w [R1]
byta poprawna, natomiast dowdd zostal poprawiony w Corrigendum to “Renor-
malised solutions in thermo-visco-plasticity for a Norton—Hoff type model. Part
I: The truncated case”. Poprawiony dowod wykorzystuje twierdzenie Schaefera o
punkcie statym i jego szkic zostanie zaprezentowany w Sekcji B2.1.

Jednym z gléwnych probleméw jake pojawiaja sie przy aproksymacji zagadnien
nieliniowych jest charakteryzacja stabych granic nieliniowosci. W artykule [R1]
z oszacowan energetycznych na cigg przyblizen oraz na jego pochodne czasowe
wnioskujemy (z wlasnoéci aproksymacji Yosidy) mocna zbieznosé ciagu {T*} =0
w przestrzeni L?(0,%; L?(2;S?)). Ta informacja jest kluczowa przy przejsciu gra-
nicznym z A — 07. Nastepnie wykorzystujac mocno-staba domknietosé wykresu
operatora maksymalnie monotonicznego uzyskujemy L?— mocne rozwigzanie dla
ukladu (13). Na podkreslenie zastuguje fakt, ze zalozenie o ograniczonosci pochod-
nej funkcji f jest wykorzystane tylko w oszacowaniu energetycznym na pochodne
czasowe ciggu aproksymacji Yosidy.

A3.2 Rozwigzania zrenormalizowane

Zauwazmy, ze | dev(T€) [Pt = V- T*. Z otrzymanych w A3.1 regularno$ci wniosku-
jemy, ze dla kazdego ¢ > 0, eV - T° € L'(0,%; L' (;R)). Zatem prawa strona
roéwnania przewodnictwa ciepta (13), jest dobrze okreslona tylko w przestrzeni
LY0,%; LY (;R)). W [R2] wykorzystaliémy, wiec podejécie L. Boccardo i T. Ga-
llouét [24]. W tej metodzie prawa strona réwnania (13), musi by¢ ograniczona
w przestrzeni L'(0,%; L'(Q;R)) niezaleznie od € > 0. Taka informacja zostala
uzyskana z oszacowania energetycznego. Wykorzystujac oszacowania typu Boccardo-
Gallouét wnioskujemy punktows prawie wszedzie zbieznosé ciggu temperatur 6¢
do funkcji mierzalnej 6. Niestety ze wzgledu na wystepujace sktadniki nieliniowe
informacja ta nie jest wystarczajaca, aby przej$¢ do granicy i uzyskaé¢ rozwiaza-
nia zrenormalizowane w sensie Definicji 1. Dlatego stosujemy trik monotoniczny
Minty’ego [36], aby scharakteryzowaé stabe granice nieliniowosci wystepujacych w
(13), oraz (13),. Na koniec przechodzimy do granicy, aby otrzymac zrenormali-
zowane rozwigzanie w sensie Definicji 1.

B. Rezultaty otrzymane w [R3]

Jak mozna zaobserwowaé po przedstawionym wyzej rozumowaniu, aby udowodnic¢
Twierdzenie 2 trzeba byto potaczy¢ dwie teorie. Mianowicie teorie wykorzystywana
w mechanice continuum z operatorami maksymalnie monotonicznymi z teorig dla
rownan parabolicznych z catkowalnymi danymi (metody obciecia, oszacowania typu
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Boccardo-Gallouét, rozwiagzania zrenormalizowane). Zgodnie z naszymi oczekiwa-
niami, ktore zostaly zapisane w |[R2], metoda przedstawiona w [R2] stala sie punk-
tem wyjs$cia w matematycznej analizie zagadnien z teorii odksztatcen niesprezystych,
w ktorych temperatura wplywa na odpowiedz niesprezysta rozwazanego materiatu.

W artykule |R3| rozszerzamy rezultat uzyskany w [R2] o zbadanie niesprezystego
zwiazku konstytutywnego typu Prandtla-Reussa [35, 62, 63| z kryterium von Misesa
[35, 48]. Zagadnienie to okazalo sie by¢ znacznie bardziej skomplikowane do anal-
izy niz model typu Norton’a-Hoff’a. Gléwnymi problemami sa tu: postaé¢ zwiazku
konstytutywnego jako inkluzji rézniczkowej oraz fakt, ze w klasycznym podejsciu
do czysto mechanicznego modelu Prandtla-Reussa, czesé niesprezysta jest reprezen-
towana jako miara rozumiana w sensie Temama (patrz np. [27] lub [65]).

W [R3| rownanie konstytutywne jest w postaci:
55 € alK(T) ) (14)

gdzie zbiér dopuszczalnych naprezen sprezystych K jest zdefiniowany nastepujaco

K={Te&: |dev(T)| = |T—§tr(T)]1| <k},

gdzie k > 0 jest zadana stala materialowa. Funkcja Iy jest funkcjg indykatorowsa
zbioru dopuszczalnego naprezen K, oznacza to, ze

0 dlaTeK,
]K(T)_{ co dla T¢K.

Wystepujace w zwiazku konstytutywnym 0l oznacza subrézniczke wlasciwej, wy-
puklej, polciaglej dolnie funkcji I w sensie analizy wypuklej (zob. np. [9]).

Podsumowujac, uktad analizowany w artykule [R3| jest w postaci:
dive = —F — divC(e(u)),
Cle(u) —€") = f(O)L,
el € 0l (T), (15)
Cle(u) — "),
O, — A0 =—f(O)divu, + 7 : T,
gdzie ponownie
u: [0,T] x @ — R?, 0, xN =8  oraz  0:]0,FxQ—=R

sa szukanymi funkcjami. Uzupelniamy uktad (15) o jednorodny warunek brzegowy
typu Dirichleta dla przemieszczenia i niejednorodny warunek brzegowy typu Neu-
manna dla temperatury

u(z,t) =0,
00 (16)
%(a:,t) = gp(z,t) dla t>0oraz x € Jf).
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Zaktadamy tez standardowe warunki poczatkowe
u(z,0) = ug(z), &P(z,0) =), 6O(x,0)=0(xr) dla €. (17)
B1. Twierdzenie o istnieniu rozwigzania zrenormalizowanego

Zatozmy, ze zadane funkcje maja nastepujace regularnosci
F e L*0,% LX(%GRY), go € H'(0,%; (0% R)), (18)
ug € H' (R, &P € L*(Q;S3..), 6o € H' (O R). (19)

W przypadku niesprezystego zwiazku konstytutywnego Prandtla-Reussa zrenormal-
izowane rozwiazania spelniaja nastepujaca definicje:

Definicja 5. Zaldzmy, ze spetnione sq regularnosci okreslone w (18) oraz (19).
Powiemy, ze wektor (u,0,eP) jest rozwigzaniem zrenormalizowanym problemu (15)
z warunkami brzegowymi (16) oraz poczgtkowymsi (17) jesli spetnione sq nastepujgce
warunki:

1.
u€ HY0,T; Hy (L R?), < e HY(0,F; L*(Q;S4,)),

0 € C([0. T LY (XR)),  f(0) € L*(0,F; L* (4 R)).

div(o + C(e(w))) € L*(0,T; L*(; R?))
i rownania (15)1-(15)4 sq spetnione dla prawie wszystkich (x,t) € Q x (0,%).
3. Dla kazdej liczby dodatniej M > 0, Ty (0) € L*(0,%; H(Q;R)) rownanie

T
_0/9/5(9_9) gotdmdt+ﬂ/5(6’o) (0,7)dz

T

T
—i—//S'@ 0)V(6—0) V(pdxdt—l—//S"H 0) V(0 —0)*pdxdt
0 0

0 Q

j/ et T — f( )dlvut>5'(9—9~)g0dxdt
S

jest spetnione dla kazdej funkcji ¢ € C3°([0,%); H'(;R) N L®(Q;R)) oraz S €
C>®(R;R) takiej, ze S" € C°(R;R), gdzie 0 jest rozwigzaniem problemu

,—N0 = 0 w Qx(0,7),
06
on

0(z,0) = 0 w Q.

= go na 00N x(0,7),
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4. Dla kazdej liczby dodatniej C

Tarc(0) — Tar(0) =570 in L2(0,T; HY(:R)).

u(z,0) = ug(z), €°(x,0) =eP(z), O(x,0) = by(x).

Glownym wynikiem pracy [R3] jest twierdzenie:

Twierdzenie 6. Zaldzmy, ze zadane funkcje majg regularnosci (18) oraz (19).
Niech nieliniowa funkcja f bedzie ciggta oraz spetnia warunki wzrostu (9) i (10).
Ponadto, niech warunki poczgtkowe spetniajq

|PT(0,2)] = |PC(e(up) — e8)| <k, dla prawie wszystkich x € Q.

Wtedy dla wszystkich T > 0 uktad (15) z warunki brzegowymsi (16) oraz poczatkowym
(17) ma rozwigzanie zrenormalizowane w sensie Definicji 5.

Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 2 gtéwna idea dowodu Twierdzenia 6 opiera
sie na wkorzystaniu aproksymacji Yosidy i obcieciach. Mianowicie skorzystamy z
przyblizenia Yosidy dla maksymalnie monotonicznego operatora wielowartosciowego
0l i obcinamy funkcje temperatury wystepujaca w tensorze naprezeri Cauchy’ego.
Obciecie temperatury w tensorze naprezern narzuca réwniez obciecie nieliniowego
wyrazu wystepujacego w rownaniu przewodnictwa ciepta. Jednakze gtowng réznica
miedzy dowodami Twierdzenia 2 oraz 6 jest to, ze aproksymacji Yosidy dokonujemy
na tym samym poziomie co obciecia temperatury. Pozwolilo, to na znaczne skroce-
nie dowodu oraz na ostabienie zalozenia na nieliniowa funkcje f (w [R3| zaktadamy
warunki wzrostu (9), (10) oraz tylko ciatos¢ tej funkcji). Dodatkowo rézniczkowal-
no$¢ wzgledem czasu funkcji gestosci sit zewnetrznych F' nie jest juz wymagana.
Kolejna istotna réznicg w dowodach tych twierdzen jest fakt, ze niesprezysty zwigzek
konstytutywny (15)3 nie ma struktury potegowej i trik Minty’ego okazal sie dla nas
niewystarczajacy. Dlatego, aby przej$¢ do granicy w zaproponowanej aproksymacji,
potrzebne jest dodatkowe oszacowanie pochodnej czasowej tensora naprezen.

B2. Szkic dowodu Twierdzenia 6

Zaproponowana aproksymacja ukladu (15) polega na réwnolegltym zastosowaniu
aproksymacji Yosidy do multifunkcji 0Ix oraz obciecia tensora naprezen w czesci
termicznej. W zwiazku z tym ten sam parametr bedzie uzywany w funkcji ciecia, jak
i w aproksymacji Yosidy. Dla kazdego A > 0 przyblizenie 0l jest postaci (wiecej
szczegblow mozna znalezé w 9] oraz [31])

(|dev(T)| — k) dev(T)

(T) = ) [dev(T)[ (20)
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gdzie (§); = max{0,¢}. Dla dev(T) = 0 réownanie (20) przyjmujemy wartosé¢ 0
zamiast dev(T')/| dev(T)|. Zatem dla kazdej A > 0 otrzymujemy nastepujacy uktad

div o* = —F — divC(e(u})) ,
ot = Cle(u?) — &) — f(TL(0M)1,

{:‘f’)\ = Y)\(T’\) , (21>
T* = C(e(u) — ),

6) — A6 = —f(T:(6)) dive)) + T (gf* : TA> ,

gdzie 7}() jest funkcja obciecia na poziomie 1/ > 0. Uklad (20) rozwazamy z
warunkami brzegowymi (16) oraz poczatkowymi (17). Teoria istnienia rozwiagzan
dla ukladu (21) oparta jest na Twierdzeniach Banacha oraz Schaefera o punktach
stalych. Pozwalaja one otrzymaé nastepujace twierdzenie o istnieniu L?— mocnych
rozwiazan dla uktadu (21)

Twierdzenie 7. Zatdzmy, zZe zadane funkcje majq reqularnosci (18) i (19) oraz, ze
funkcja f: R — R jest ciggta i spetnia warunki wzrostu (9) oraz (10). Wtedy dla
kazdej ustalonej A > 0 uktad (21) z warunkami brzegowyi (16) i poczgtkowymi (17)
posiada L?— mocne rozwigzanie

(u*, 07, T, ePA) € L0, T; HY(Q; R?) x HY(Q;R) x (L*(2;S*))?)
takie, ze

(u, 6}, T &™) € L2(0, Ts H(QR?) x LE(S5R)) x (L(0,T; (LS4 8)))*

B2.1 Szkic dowodu Twierdzenia 7

W tej czesci przedstawimy konstrukeje operatora rozwiazujacego uktad (21). Kon-
strukcja ta jest wspolnym pomystem z doktorem L. Bartczakiem i zostata po raz
pierwszy zaprezentowana w corrigendum do [R1]. W celu sformutowania operatora
rozwiazujacego ustalmy 6* € L((0,%) x Q;R) dla r € (1,2) i rozwazmy pierwszy
problem pomocniczy (indeks A zostal pominiety dla zwiekszenia przejzystosci)

divo = —F — divC(e(u)) .
7 = Ce(u) — 1) — F(TL(E)1,
el =Y\(T), (22)
T = Cle(u) — &),

ulpgn =0, Uly=o = ug, €P|ymo = PP

Wykorzystujac Twierdzenie Banacha o punkcie staltym otrzymujemy istnienie doktad-
nie jednego rozwigzania

(0,6, u) € L*((0,F) x ;8% x L*((0,F) x ;8%) x H'(0,T; H' (4 R?))
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problemu pomocniczego (22). Nastepnie rozwiazujemy drugi problem pomocniczy
na (0,7 x

0, — A0 =—f (7}(0*)) divut—|—7}(5f :T),

00
a_n|69 :07 6|t=0 - 807

gdzie 0* € L"((0,%) x ;R) zostala ustalona wczesniej, natomiast (u,T,eP) sa
rozwigzaniami problemu (22). Zakladajac, ze 6, € W2?72/""(Q;R) otrzymujemy
z maksymalnej regularnosci dla réwnan parabolicznych [4, 5], istnienie dokladnie
jednego rozwiazania

0 L'(0,T; W (4 R)), 6, € L"((0,%) x % R), 8 € C([0,F]; W22/ (;R)) (24)

(23)

problemu (23). W ten sposoéb zdefiniowaliémy operator rozwiazujacy
A: L7((0,%) x ;R) — L"((0,F) x O R)

taki, ze A(6*) := 6, gdzie 6 € L"((0,T) x ;R) jest rozwigzaniem ukltadu (23). Tak
zdefiniowany operator jest ciagly oraz zwarty dla kazdego r € (1,2). Z twierdzenia
Schauder’a o punkcie stalym dla kazdego A > 0 mamy rozwiazanie uktadu (21) w
ktorym temperatura ma regularnosé okreslong w (24). Aby podwyzszy¢ regularnosé
6 zauwazamy, ze prawa strona réwnania (21), nalezy do przestrzeni L?((0,7) xQ; R).
Zakladajac, ze 0y € H'(2) otrzymujemy zadana regularnosé¢ dla temperatury, co
konczy dowdd Twierdzenia 7.

B2.2 Rozwiazania zrenormalizowane dla (15)

Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 2 wykorzystujemy podejscie L. Boccardo
i T. Gallouét i otrzymujemy punktowa prawie wszedzie zbiezno$é ciggu temperatur
6*. Gloéwna réznica miedzy [R2| i [R3] jest charakteryzacja stabej granicy nielin-
iowosci wystepujacej w niesprezystym zwiagzku konstytutywnym (15),. W artykule
[R3] dodatkowe oszacowanie energetyczne na pochodng czasowa ciagu aproksymacji
Yosidy pozwolito uzyska¢ L?(L?) oszacowanie ciagu {T)}xso. Z tej informacji
wnioskujemy L?(L?) mocna zbiezno$é¢ ciagu T do T oraz staba zbieznosé ciagu
P do x w L2((0,%) x Q;8%). Dodatkowo wiemy, ze rezolwenta oraz aproksy-
macja Yosidy naleza do wykresu maksymalnie monotonicznego operatora 0lk. Za-
tem wykorzystujac fakt, ze wykres operatora maksymalnie monotonicznego jest
stabo-mocno domkniety, otrzymujemy wtasciwa charakteryzacje stabej granicy x
tzn. x € 01k (T).

C. Rezultaty otrzymane w [R4]

Przygladajac sie powyzszym uktadom pod wzgledem termodynamicznej dopuszczal-
nosci, mozna zauwazy¢, ze omawiane modele sa matematycznymi uproszczeniami
uktadu, w ktérym tensor naprezen Cauchy’ego jest postaci

o=T—afll, (25)
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gdzie wyraz afll odpowiada za termicznag cze$¢ naprezenia i o > 0 jest rozsze-
rzalnodcia cieplna. Wynika stad, ze uktady (P1) oraz (15) nie sa termodynam-
icznie dopuszczalne, co stanowi ich gléwna wade pod wzgledem zastosowan. Jed-
nakze artykuly [R1], [R2] i [R3] prezentowaly pierwsze rezultaty dotyczace istnienia
rozwigzan zrenormalizowanych dla ukladéw termo-lepko-plastycznych. Pomysty
oraz metody zaproponowane w [R1], [R2| i [R3] mialy postuzy¢ do dalszej anal-
izy uktadéw termo-lepko-plastycznych i w duzej mierze tak sie stalo.

Naturalnym rozwinieciem otrzymanych rezultatéw bytoby rozwazenie modelu ter-
modynamicznie dopuszczalnego, w ktorym zaleznosé od temperatury wystepowalaby
w obu zwiazkach konstytutywnych. Dlatego zaczatem wspotprace z grupa kierowang
przez profesora Piotra Gwiazde, ktora analizowata uktady z zaleznoscia od temper-
atury tylko w niesprezystym zwiazku konstytutywnym. W takich zagadnieniach
rOwnanie przewodnictwa ciepta przyjmuje postac

Qt — Al = <T, €f> .

Znika wiec nieliniowy sktadnik f(0)divu,, co stanowi pewne uproszczenie anali-
zowanego ukladu (nie potrzebna jest juz kontrola divu; w L?*(L?)). Podczas mo-
jego rocznego pobytu na Uniwersytecie Warszawskim w ramach finansowania z fun-
duszy programu KNOW (stanowisko po-doktorskie WCNM) zglebiatem szczegoly
aproksymacji Galerkina, ktéra grupa ta zaproponowala w artykutach [38, 39, 44|.
Jest to dwupoziomowe przyblizenie Galerkina dla tensora lepko-sprezystego od-
ksztalcenia e?. Jednym z gltownych efektow tej wspotpracy jest artykul [37] w
ktorym podjeliSmy pierwsza probe zanalizowania uktadu, w ktérym zalezno$é od
temperatury wystepuje w dwoch zwigzkach konstytutywnych. W pracy tej row-
nanie ewolucyjne opisujace £” jest typu Nortona-Hoffa, ktore zalezy w sposéb ciagly
oraz ograniczony od temperatury. Natomiast termiczna czesS¢ tensora naprezen
Cauchy’ego przyjmuje posta¢ all, gdzie a > 0 jest dodatnia stata. W takim przy-
padku w réwnaniu ciepta pojawia sie dodatkowy czton postaci adivu,. Uzywajac
dwupoziomowej aproksymacji Galerkina w [37| zostalo wykazane istnienie stabego
rozwigzania dla badanego problemu. Warto podkresli¢, ze regularnosci rozwiazan
otrzymanych w [37] sa analogiczne do tych otrzymanych w [R2].

Analizujac uklady (P1), (15) oraz zagadnienie z pracy [37] mozna stwierdzi¢, ze
model termo-lepko-plastyczny nie jest dalej zadowalajaco zbadany z matematy-
cznego punktu widzenia. W rozwazanych zagadnieniach dokonywane sa uproszczenia,
ktore pozwalaja na uzyskanie wynikéw dotyczacych istnienia bardzo stabych rozwia-
zan. Jednym z gléwnych powodéw uzyskania takich wynikéw moga by¢ aproksy-
macje stosowane w rozwazanych ukladach (aproksymacja Yosidy, dwupoziomowe
skomplikowane przyblizenie Galerkina). Moim zdaniem istotnym krokiem w przod,
jest artykut |[R4]. Badamy w nim uktad, ktory w przedstawionej ogélnosci nie
byt dotychczas rozwazany w literaturze. Wykorzystujemy catkowicie nowe podejs-
cie, dzieki ktoremu pokazujemy istnienie stabych rozwigzan. Podejscie to nie byto
stosowane w opisywanych wezesniej artykutach [R1]-[R3].

Glownym pomystem artykutu [R4] jest odwolanie sie do wezesniejszego (lata osiem-
dziesiate oraz poczatek lat dziewie¢dziesiatych ubiegtego wieku) zapisu ukladow z
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teorii odksztalcen niesprezystych |64, 65, 13, 14, 43]. Zapis ten nie wprowadza do-
datkowej niewiedomej P do uktadu. Bazuje tylko na standardowych niewiadomych
u i 0. Przy zalozeniu matych odksztalcen i przy uwzglednieniu szczegolnej gestosci
sit zewnetrznych dziatajacych na material (nieliniowy wyraz ttumiacy), dynamiczny
ruch ciata w takim podejsciu opisuje klasyczna zasada zachowania pedu

puy — dive = F + div (]D)a(ut)), (26)

gdzie D : 8% — &3 jest tensorem nieliniowym, ktory okreslimy pozniej. Tensor
naprezen Cauchy’ego sktada sie z dwoch naprezen i jest w rozwazanym przypadku
w postaci (25) tzn.

o=T—abll, (27)
W |R4] zajmujemy sie materiatami izotropowymi. Oznacza to, ze tensor czwartego
rzedu statych sprezystych C jest zdefiniowany przez state Lamé A\ i u tj.

Cijr = (03050 + 0:65) + A0k (28)

gdzie 6 oznacza symbol Kroneckera. Wowczas sprezyste réwnanie konstytutywne
przyjmuje postaé¢ uogédlnionego prawa Hooke’a:

T = 2pe(u) + Mr(e(u))1L . (29)

Zatozenia p > 01 3\ + 2 > 0 oznaczaja, ze odksztalcenie energii sprezystosci jest
dodatnio okreslone i implikuje istnienie operatora odwrotnego C. Stad odwracajac
relacje (29) otrzymujemy

e(u) =C'T,
gdzie C™! : 8% — 83 jest operatorem dodatnio okreslonym, ktéry mozna zapisaé¢ w

jawnej postaci jako
1 A

e(u) =—T— ————
(v) 241 202 4 3N)
W opisie tym niesprezysty zwigzek konstytutywny zapisujemy w postaci

C '+ G0,T) = e(uy), (31)

tr(T)1L . (30)

gdzie GG jest zadana funkcja konstytutywna, ktora w tym przypadku zalezy od T i
0. Rownania (26), (27), (29) i (31) sa uzupelnione réwnaniem przewodnictwa ciepta
dla funkcji temperatury 6 postaci

0, — A0+ 0divu, =G(0,T) : T (32)

Podsumowujac, problem, ktory analizujemy w [R4| to: szukamy wektora przemieszczenia
u: Q) x[0,%] — R® | tensora naprezen T : Q x [0,T] — S oraz temperatury mate-
riatu 6 : Q x [0, T] — R ktore spelniaja nastepujacy uktad rownan

Ut — div (T -0 ]1) =F + div (De(ut)),
CT+ G0, T) = e(w), (33)
et — A9+9dlvut = G(G,T) A
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Uktlad (33) jest rozpatrywany z jednorodnym warunkiem brzegowym typu Dirichleta
dla przemieszczenia oraz z jednorodnym warunkiem brzegowym typu Neumanna dla
temperatury

u(z,t)=0 dla x€0Q oraz t>0,

99 (34)
8_(%75) =0 dla z€0Q oraz t>0.
n

Zagadnienie (33) rozwazamy z nastepujacymi warunkami poczatkowymi

u(z,0) = ug(x), uz,0)=wui(z), T(x,0)="To(x), 0O(x,0)=0(z). (35)

C1 Przyjete zalozenia

Ustalmy liczbe 1 < ¢ < %, wtedy nieliniowy tensor I jest postaci

Dn = D°(n)n,

() = (X° + A Jtr ()" )00 + (1" + it [n”™ ) (Gadjo + 0adyu) . (36)

gdzie %—l—% = 1 dla ustalonego 1 < ¢ < 2. Postac¢ tensora I pochodzi z artykutu [61],
w ktorym analizowany jest model Kelvina-Voigta. W [R4] jak i we wczesniejszych
artykutach tensor D oznacza dodatkowe sity ttumiace, ktore dziataja na ciato.

O funkcji konstytutywnej G zakladamy, ze jest ciggla wzgledem obu argumentow
i taka, ze G(6,0) = 0 dla wszystkich § € R. Ponadto G jest monotoniczna ze
wzgledu na drugi argument tzn. dla 7,7, € S oraz wszystkich § € R spelniona
jest nieré6wnos¢:

(GO, m) = G(0,m2)) : (m —m2) > 0. (37)

Ostatecznie o G zakladamy, ze istnieje stata Cq > 0 taka, ze dla wszystkich 8 € R
oraz 1 € S8 spelniony jest warunek wzrostu

G(0,m)| < Ca(1+ n]), (38)

ktory jest analogiczny do zaleznosci wystepujacej w modelu Mroza [49]|. Na koniec
przyjmijmy, ze zadane funkcje maja nastepujace regularnosci:

F e L*0,%; L2 (4 R%), up € WyP(R?),  uy € Wy P (4 R?),
To €L?(%;8%), 6y € L' (Q;R). (39)

C2 Termodynamiczna zgodnos$¢ modelu

Zatozymy, ze 6y > 0, wtedy mozemy, przynajmniej formalnie, twierdzi¢, ze 6 > 0.
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Woéwcezas, mnozac rownanie (33), przez % > 0, nastepnie catkujac je wzgledem 2
otrzymujemy

d 0 0.T):T o>
&/(ln@—l—divu)dx—/div(v—)dx:/de—i-/‘v | dx > 0.
[9] Q

6 0 62
Q Q

Wykorzystujac formule Gaussa-Greena mamy

0 0
/div (v—)dx = v—n dsS =0.
0 0
Q a0

Co, po zestawieniu z poprzednia nieréwnoscig daje ostatecznie

%/(mmdivu)dx > 0. (40)
Q

Jedna z dopuszczalnych entropii dla uktadu (33) jest funkcja postaci
s(u, 0) = In 0+div u. Wtedy nieréwnosé (40) stanowi formalne uzasadnienie spojnosci
termodynamicznej modelu.

Energia catkowita zwiazana z uktadem (33) jest w postaci

E(t) :/e(t)dx:/e(t)der%/(C‘I’]I‘(t):’]P(t)dx+%/|ut(t)|2dx. (41)

Q Q

C.3 Definicja slabego rozwiazania oraz gléowny rezultat [R4]

Wprowadzmy definicje stabego rozwiazania dla uktadu (33).

Definicja 8. Niech 1 < ¢ < Z oraz p bedzie takie, ze ]13 +% = 1. Powiemy, ze

wektor (u, T, 0) jest rozwigzaniem uktadu (33) z warunkami brzegowo-poczatkowyms
(34)-(35) jesli:

1. ma nastepujgce reqularnosci:
u € C([0, TEWy P (4 RY)),
u € WH(0,%, Wy P (0 R®))NC([0, T], LI(Q; R?)),
uy € L0, T;W1(Q; R?)), (42)
T € C([0,%]; L*(; 8%)), T, € L*(0,%F; L*(%; S?)),
6 € LU0, %, WH(Q;R)) N C([0,%]; L' (4 R)), 6 € L0, 5 (WHP(Q;R))"),
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2. rownania (33) sq spetnione w nastepujqcej postaci

T T
//uttgodxdt // p)dxdt — //Hdivcpdxdt

0

T T
://Fgodxdt—//]])e :e(p)dadt, (43)
0 Q 0

dla kazdej funkcji p € C(]0,T]; Cg° (2 R?)),

T T <
0/ Q/ C'T, : ydadt+ 0/ Q/ G(0,T) : pdxdt = 0/ Q/ e(ug) s pdxdt,  (44)

dla wszystkich ¥ € C>([0,%]; C5°(Q; 8?)) oraz

T . . ]
/S/ﬁt¢dxdt+o/g/vev¢dxdt+o/ﬂ/H(divut)gédxdt—//G(&,T) : Topdadt,

0 Q
(45)
dla wszystkich ¢ € C*([0,%]); C=(S;R)).

Warto zauwazy¢, ze w definicji stabego rozwiazania uktadu (33), w réwnaniu prze-
wodnictwa ciepta nie przenosimy pochodnej czasowej temperatury na funkcje testu-
jaca. Ponadto, stosujac odpowiednie funkcje testujace w rownaniach (43) oraz (44),
mozemy otrzymac, ze rownania (33), oraz (33), sa spelnione dla prawie wszystkich
(t,z) € (0,%) x Q. Czyli tylko rownanie przewodnictwa ciepta w (33) jest spelnione
w stabym sensie. Nastepujace twierdzenie jest gtéwnym wynikiem pracy [R4].

Twierdzenie 9. Niech spetnione bedq zatdzenia (28) i (36) oraz niech zadane fun-
kcje F', ug, up Ty i Oy ma]@ reqularnosci okreslone w (39). Dodatkowo niech pole
wektorowe G spetnia (37) i (38) oraz 6y > 0. Wtedy istnieje rozwigzanie uktadu
(33) z warunkami brzegowymi i poczatkowymi (34) i (35) w sensie Definicji 8.

Uzyty opis problemu termo-lepko-plastycznego (33) pozwala w dowodzie Twierdze-
nia 9 na wykorzystanie dwupoziomowej aproksymacji Galerkina tylko na funkcje
u, T (pierwszy poziom) oraz # (drugi poziom), a nie jak to bylo w artykule [37] na
skomplikowanym dwupoziomowym przyblizeniu Galerkina dla tensora P. Warto
zauwazy¢, ze wykorzystujac posta¢ funkcji energii catkowitej (41) zaktadamy, ze
warunek poczatkowy dla temperatury jest tylko funkcja catkowalna. Analogicznie
do [R2] oraz |[R3| w dowodzie Twierdzenia 9, stosujemy metody obcieé¢ i modyfiku-
jemy podejécie Boccardo-Galloué, aby uzyska¢ odpowiednie ograniczenia na ciag
przyblizen Galerkina. Gléwnym dodatkowym rezultatem |R4] jest udowodnienie
nieujemnosci temperatury w caltym procesie deformacji. Wedtug naszej wiedzy [R4|
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jest pierwsza praca, w ktorej uzyskano nieujemnosé¢ temperatury dla uktadow, w
ktorych uwzglednione sg efekty niesprezyste. Rezultat ten jest bardzo istotny, gdyz
czyni uktad (33) termodynamicznie dopuszezalnym na kazdym poziomie przyblize-

la.

C4.

Szkic dowodu Twierdzenia 9

Dowod Twierdzenia 9 przebiega wieloetapowo:

(a)

Stosujemy dwupoziomowsa aproksymacje Galerkina z poziomami k oraz [, gdzie
poziom k jest zwigzany z wymiarami przestrzeni aproksymowanych wektor
przemieszczenia i jednocze$nie tensor naprezen. Poziom [ jest zwiazany z
wymiarem przestrzeni aproksymujaca funkcje temperatury. Rozwiazania przy-
blizone sa kombinacja funkcji z odpowiednich baz, ktére zostaly zdefiniowane
w [R4].

Oprocz szukanych funkcji rowniez warunek poczatkowy na temperature jest
przyblizany. Warunek ten jest zadany tylko funkcja catkowalna, wiec konieczne
jest jej obciecie, tak aby uzyska¢ funkcje z przestrzeni LP dla p > 1. Analog-
icznie do |[R2| oraz |R3] funkcja temperatury w réwnaniach pedu i przewod-
nictwa ciepta, a takze prawa strona w bilansie energii sg rowniez obciete. Sto-
sujemy standardows funkcje obciecia na wysokosci, ktora zmienia sie z parame-
trem k, czyli liczbg elementow przestrzeni aproksymowanych przemieszczenie
oraz naprezenie. Powiazanie parametru k z poziomem ciecia jest kluczowe w
calym dowodzie. Warto zaznaczy¢, ze o ile przejscie graniczne z parametrem [
przebiega w miare standardowo (ze wzgledu na regularnosé prawej strony), to
przejscie graniczne z parametrem k jest znacznie bardziej wymagajace.

Przy ustalonym poziomie £ pokazujemy oszacowania niezalezne od parametru [.
Nastepnie wybieramy podciagi, ktore sa zbiezne w odpowiednich przestrzeniach
Bochnera. Korzystajac z twierdzenia Aubin-Lions’a oraz faktu, ze liczba k
jest ustalona, otrzymujemy réwniez, ze niektoére z otrzymanych zbieznosci sa
silnie. Na koniec przechodzimy do granicy z [ dla ustalonego k, uzywajac
standardowej procedury Galerkina. W przypadku nieliniowos$ci daza one do
wlasciwych granic ze wzgledu na zbieznosci punktowe i ciagltosé¢ wtasciwych
operatoréw nieliniowych.

Po pierwszym przejsciu granicznym dodatkowo dowodzimy, ze temperatura dla
kazdego ustalonego k jest nieujemna. Skutkuje to nieujemnoscia temperatury
w calym procesie deformacji. W tym miejscu wyraznie wykorzystujemy fakt,
ze liczba k jest ustalona.

Przejécie z parametrem k jest bardziej skomplikowane, poniewaz zaktadamy
niska regularno$é¢ warunku poczatkowego na temperature oraz w ukltadzie (33)
wystepuja trzy rézne nieliniowosci. Jednakze przejscie to odbywa sie juz w ana-
logiczny sposob jak w [R2] tzn. stosujemy oszacowania Boccardo i Gallouét,
aby uzyska¢ punktowa zbieznoéé ciggu temperatur 6% do wiasciwej granicy.
Nastepnie wykorzystujac trik monotoniczny Minty’ego-Browder’a oraz metody

21



stosowane przez D. Blancharda dla réwnan parabolicznych [16], przechodzimy
do granicy z k — 400. Na koniec punktowa prawie wszedzie zbieznosé ciagu
temperatur implikuje nieujemnos¢ temperatury po przejsciu granicznym.

C5. Podsumowanie

Od wyniku otrzymanego w [R4| spodziewamy sie tego samego efektu, jaki zostal
otrzymany po artykule [R2| tzn. rezultat ten stanie sie kolejnym punktem wyjscia
w matematycznej analizie zagadnien z teorii odksztalcen niesprezystych, w ktorych
temperatura wplywa na odpowiedz niesprezysta rozwazanego materiatu. Swiadczy¢
o tym moze fakt, ze przedstawione w |[R4]| metody, sa aktualnie wykorzystywane
przez Pania Karoline Wielgos (doktorant PW, opiekun pomocniczy: S.0O.) w analizie
uktadu z termo-lepko-plastycznosci, w ktorym niesprezysty zwiazek konstytutywny
jest typu Nortona-Hoffa, ktory zalezy w sposéb naturalny od temperatury tzn.

CT, + {| dev(T)| - 5(0))" deV(T)| — (), (46)

+ [ dev(T)

gdzie funkcja 8 : R — R jest zadana i zalezy od rozpatrywanego materiatu, nato-
miast 7 > 1 jest ustalona liczba. Zwiazek konstytutywny (46) jest bardzo czesto
uzywany w praktyce, gdyz stanowi naturalne przyblizenie idealnej plastycznosci
Prandtl’a-Reuss’a zaleznego od temperatury.

. Informacja o wykazywaniu sie istotna aktywnoscig naukowsq albo artysty-
czng realizowana w wiecej niz jednej uczelni, instytucji naukowej lub in-
stytucji kultury, w szczegélnosci zagranicznej.

Glowna aktywnos$é naukows realizuje na Wydziale Matematyki i Nauk Informa-
cyjnych Politechniki Warszawskiej, gdzie jestem zatrudniony na pelny etat od 2012
na stanowisku adiunkta.

W ramach finansowania z funduszy programu KNOW prowadzitem badania naukowe
na Wydziale Matematyki Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
gdzie bytem zatrudniony od 02.2015 do 01.2016 na stanowisku Adiunkta (stanowisko
po-doktorskie, WCNM). Zaczalem tam wspolprace naukows z grupa kierowana
przez profesora Piotra Gwiazde, ktora trwa do dzisiaj (w szczegolnosci z dok-
torem Filipem Klawe obecnie na Uniwersytecie Ruprechta i Karola w Heidelbergu,
Niemcy). FEfektem tej wspotpracy sa artykuty [59], [37] oraz atykul [45], ktory
powstal podczas mojego pobytu naukowego w Instytucie Matematyki Stosowane]
Uniwersytetu w Heidelbergu na zaproszenie doktora Filipa Klawe (grudzien 2017).

W zakresie stypendium wyjazdowego przyznawanego przez CSZ PW oraz spon-
sorowanego przez Unie Europejska w ramach Europejskich Funduszy Spotecznych
prowadzitem aktywnos$é naukowa w zakladzie Analizy i Modelowania Nieliniowego
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na Wydziale Matematyki Uniwersytetu Duisburg-Essen, Niemcy (maj oraz czerwiec
2014). Zaktad ten jest kierowany przez profesora Patrizio Neffa. Podczas tej wizyty
poznatem rowniez doktora Dumitrela Ghibe (obecnie Wydzial Matematyki na Uniw-
ersytecie Aleksandra Jana Cuzy w lasi, Rumunia). Z wymienionymi osobami jestem
w stalym oraz bliskim kontakcie naukowym. Swiadczyé o tym moga moje wizyty
naukowe na Uniwersytecie Duisburg-Essen (lipiec 2018) oraz na Uniwersytecie Alek-
sandra Jana Cuzy w lasi (lipiec 2019). Efektem tej dzialalnosci naukowej sa rowniez
artykuly [56, 57| oraz [58]. Dodatkowo, dzieki wyjazdowi konsultacyjnemu do profe-
sora Patrizio Neffa (listopad i grudzien 2021) w ramach grantu NCN MINIATURA
5 (021/05/X/ST1/00215), rozpoczelisSmy prace nad lokalna i globalna regularnoscia
rozwigzan dla zrelaksowanego modelu mikromorficznego. Dzieki tej wizycie naw-
igzalem kontakt z profesor Dorothee Knees z Uniwersytetu w Kassel, ktora jest
specjalistka od teorii regularnosci rozwigzan modeli matematycznych w mechanice
osrodkow ciagltych. Wspolpraca ta zaowocowata artykutem naukowym, ktory zostat
juz opublikowany [46]. Dzieki temu projektowi zamierzam réwniez kontynuowaé
wspotprace z osrodkiem badawczym w Kassel.

. Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popu-
laryzujacych nauke lub sztuke.

e Obecnie promotor pomocniczy w przygotowanej rozprawie doktorskiej dok-
torantki Karoliny Wielgos (Szkota Doktorska, PW, drugi rok studiow) pt.
Analiza matematyczna modeli teorii odksztatcen niesprezystych ciat statych z
uwzglednieniem efektow termicznych.

e Promotor pomocniczy w rozprawie doktorskiej doktora Konrada Kisiela pt. Za-
gadnienia dynamiczne w mechanice osrodkow niesprezystych. Rozprawa obro-
niona 25 czerwca 2018 na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Po-
litechniki Warszawskiej.

e Promotor dwoch prac magisterskich (2021 oraz 2016) oraz promotor dwoch
prac licencjackich (2015).

e Napisanie skryptu pt.: Nielintowe Rownania Rozniczkowe do przedmiotu Prob-
lemy Nieliniowe w Technice (studia II-go stopnia na kierunku Matematyka,
MiNI PW, specjalnos¢: Matematyka w Naukach Technicznych), Warszawa
2021, Wspotautor: prof. dr hab. Krzysztof Chelminski. Skrypt ten zostat
napisany w ramach projektu Modyfikacja programow studiow na kierunkach
prowadzonych przez Wydziat Matematyki © Nauk Informacynych, NERW 2
PW | Zadanie 10. Dostepny jest na stronie internetowej:
pages.mini.pw.edu.pl/~ chelminskik/skryptnrrez2021. pdf.

e 10.2011 - 06.2012 - Organizator konferencji naukowej: VIII Forum Rownar
Rozniczkowych Czgstkowych, ktora odbyta sie 17.06.2012 do 22.06.2012 w Be-
dlewie.

e 10.2017 - 3.2018- Organizator konferencji naukowej miedzynarodowej: Nonlin-
ear Differential Equations with Applications in Continuum Mechanics, Marzec
2018, Warszawa.
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Udzial w projekcie "Mtodziezowa Akademia Matematyki i Informatyki" wspot-
finansowanego ze $rodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Fun-
duszu Spotecznego i wdrazany w ramach Programu Operacyjnego Wiedza
Edukacja Rozwoj 2014-2020. Celem gléwnym projektu jest rozwijanie kompe-
tencji matematycznych, ICT, krytycznego myslenia, umiejetnosci uczenia sie
oraz rozwigzywania probleméw u 290 uczniéw klas VIII szkét podstawowych,
klas gimnazjalnych i I LO z terenu Warszawy, wojewodztwa mazowieckiego,
Biategostoku i okolic, oraz gmin Plonsk i [tawa, 2019.

Prowadzenie zaje¢ w ramach umowy partnerskiej Wydziatu MINI PW z 157
LO im. Marii Sktodowskiej-Curie w Warszawie na prowadzenie warsztatow
matematycznych, 2018.

Jeden z gléwnych organizatoréw konferencji naukowej 13th Forum of Par-
tial Differential Equations, ktora odbedzie si¢ latem 2024 roku w Bedlewie.
Wspolorganizatorzy: prof. dr hab. Grzegorz Karch (UWr), dr hab. inz. Lukasz
Plociniczak (PWr).

Nagrody za dziatalnos¢ naukows:
(a) 2019 - Nagroda indywidualna III stopnia JM Rektora PW za osiagniecia
naukowe w latach 2017/2018.

(b) 2017 - Nagroda indywidualna II stopnia JM Rektora PW za osiggniecia
naukowe w latach 2015/2016.

(c) 2015 - Nagroda indywidualna II stopnia JM Rektora PW za osiagniecia
naukowe w roku 2014.

(d) 2012 - Nagroda indywidualna IT stopnia JM Rektora PW za wyrdzniona
rozprawe doktorska.

(e) 2009 - Mazowieckie Stypendium Doktoranckie na zakup materiatow potrzeb-
nych do pracy badawczej (sprzet komputerowy, literatura naukowa).

(f) 2008 - Nagroda Marszatka Wojewodztwa Mazowieckiego za referat pt.:
Zbieznosc aproksymacyi koercytywnych dla gradientowo - monotonicznego
modelu poroplastycznosci, wygtoszony na III Konferencji Naukowo-Techni-
cznej Doktorantow i Mlodych Naukowcow, Politechnika Warszawska.

Doswiadczenia dydaktyczne realizowane na Wydziale Matematyki i Nauk In-
formacyjnych, PW:

(a) Prowadzenie wyktadu oraz ¢wiczen z przedmiotu Metody analizy funkcjo-
nalnej w rownaniach rézniczkowych czgstkowych. Rok akademicki 2013/14.

(b) Prowadzenie wyktadu oraz ¢wiczeni z przedmiotu Modelowanie osrodkiw
ciggtych. Rok akademicki 2014,/2015.

(c) Prowadzenie wyktadu oraz ¢wiczen z przedmiotu Metody wariacyjne w
technice. Rok akademicki 2016,/2017 oraz 2017/2018.

(d) Organizator warsztatow: Rdzne definicje rozwigzan w réwnaniach rozni-
czkowych czqstkowych (rok akademicki 2016/2017 oraz 2017/2018) oraz
warsztatow: Staba topologia i staba zbieznosé (rok akademicki 2015/2016).
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(e) Prowadzenie ¢wiczen z przedmiotu Problemy nieliniowe w technice. Rok
akademicki 2019/2020.
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